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MATHEMA TICS
METHODEN ZUR ERWEITERUNG VO:{ (BESCHRANKT)
ADDITIVEN MASZEN IN SO)rENRINGEN
VON
J. RIDDEn
(Communicated at the mceting of June 27, 1970).
Das Ziel der folgendon Seiten ist zu zeigen daJ3 die in meiner Arbeit:
M ethoden zur Erweiterung von additiven M af3en in a-Somenringen 1) ange-
gebenen Erweiterungsverfahren fur a-additive MaJ3e in a-Somenringen sieh
in sinngemaller Weise auf den Fall von beschrankt additiven Mallen in
Somenringen iibertragen lassen. Die zueinander adjungierten MaJ3funk-
tionen von § 4 (siehe unten) ubernehmen hier die Rolle der zueinander
adjungierten regularen Mallfunktionen der eben zitierten Arbeit.
Bes ohra n k t additi yes Mall
§ 1. Betrachtet werden aullere und innere Malle 10 Somenringen =
Booleschen Verbanden von Somen.
Wie sich dabei zeigt, sind die Betrachtungen fiir aullere und fur innere
MaJ3e aufeinander zuriickfiihrbar.
Der Wertebereich von auBerem und innerem MaJ3 (mO bzw. mo) sei
anfanglich in der erweiterten Zahlengeraden R [= {R, - 00, +oo}] ent-
halten.
Als Ausgangspunkt liillt sich entweder auBeres oder inneres MaJ3 wahlen ;
fangen wir mit auBerem MaJ3 an.
Im Somenring ~ seien die folgenden Axiome erfiillt.
Axiom 1°. Es gibt ein Soma WE~ mit mO(w) endlich und +0.
Definition. a E ~ ist mO-mef3bar falls zu jedem w E ~ mit mO(w)
endlich gilt:
(1) mO(w)=mO(w·a)+mO(w-w·a).
Axiom 2° . Das leere Soma 0 ist mO-meJ3bar.
Axiom 3°. Aus a,bE~, aCb folgt mO(a)~mO(b).
Satz. mO(O) =O, wodurch fiir jedes a E ~ mO(a) E R+ (die Menge der
nicht-negativen Za,hlen in il).
1) Siehe diese Proceedings, Series A, 73 (1970), S. 361.
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Satz. Die mO-meBbaren Somen in m: bilden einen Somenring K. Dabei
ist fiir a, b E K, mit mO(a+b) endlich, mO(a+b) =mO(a) +mO(b)-mO(a·b).
Axiom 4 0. Zu a Emmit mO(a) endlich gibt es ein b e K, d a mit
mO(b) endlich.
Definition. Zu jedem Soma a E m: gibt es ein inneres MaB mo, wobei
fiir b ~ a, E K und mO(b) endlich:
(2)
sonst
sei.
mo(a)=mO(b) -mO(b -a),
mo(a)= +00
Bemerkung. Del' Wert von mo(a) In (2) ist unabhangig von der
Wahl von b.
Satz. Andert man im obigen Text mOin mo, und in letzter Definition
auch umgekehrt mo in mO, so gehen die Axiome 1°_4° und die beiden Satze
in sechs fiir mo giiltige Siitze iiber; jedes mO-meBbare Soma a in m: ist
auch mo-meBbar [d.h. aus (1) folgt mo(w)=mo(w·a)+mo(w-w·a)], und
umgckehrt, wobei fur ein solches a mO(a)=mo(a).
Bemerkung. Erneute Anwendung des Verfahrens, welches von mO
zu mo ftihrt, nun jcdoch auf mo angewandt, liefert mOzuriick. mO und mo
heil3en zueinander adjungiert; ihre Rolle bei del' Einfiihrung von meBbaren
Somen ist bisher vollig dieselbe. Dies andert sich schon nach Hinzufiigung
del' Axiome 50 und 5° fiir mO bzw. mo.
§ 2. Axiom 5°. Fur a Emmit mO(a) endlich ist mO(a) gleich der
unteren Grenze del' Werte von mO(b) fur alle mO-mel3baren Somen 5 mit
a~5.
Satz. Hat fiir a Em die zu mO adjungierte Funktion moeinen endlichen
Wert, so ist mo(a) gleich del' oberen Grenze der Werte von mo(5) fiir alle
mo-meBbaren Somen 5 mit 5~ a.
§ 2b ls • Zu den Axiomen 1°_4° fur mo (also wie in § 1 jedoch mit mo
anstatt mO) sei hinzugefUgt:
Axiom 5°. Fiir a Emmit mo(a) endlich ist mo(a) gleich der oberen
Grenze del' Werte von mo(5) fiir alle mo-meBbaren Somen mit 5 ~ a.
Satz. Hat fiir a E m: die zu mo adjungierte Funktion mO einen end-
lichen Wert, so ist mO(a) gleich del' unteren Grenze der Werte mO(5) fiir
alle mO-meBbaren Somen 5 mit 5 ~ a.
Sowohl in § 2 wie hier in § 2b ls liiBt sich hinzufiigen der
25 Indagationes
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Satz: Notwendig und hinreichend zur mO- und zur mo-MeBbarkeit
cines Somas a E 2{ mit mO oder mo endlich ist :
mO(a) =mo(a).
In bekannter Weise folgt, mit dem zweiten Satz von § 1 und den
Axiomen 5°, 5° der
Satz: Bei a, b E 2{ und mO(a+b) endlich [oder mo(a+b) endlich] ist
mo(a) +mo(b) ~mo(a+b) +mo(a·b) :smO(a+b) +mO(a.b) SmO(a) +mO(b).
§ 3. Axiom 6°.
k
und m( L aj) = 00 ist auch
;-1 k
Lm(~)=oo;
i-I
also ist m(aj) = 00 fur mindestens eines der Somen aj.
Aus dem letzten Satz von § 2b ls und Axiom 6° folgt die besohrankte
Additivitat von m = mO fur die Mengen von K.
§ 4. Die Benennung von mOund mo als zueinander adjungierte MafJ-
funktionen bleibt auch weiter gerechtfertigt, da in §§ 1,2 aus den Axiomen
1°-5° fur mO die Siitze ftlr mo folgen, die mit den Axiomen 1°-4°, 5° fur
mo in §§ 1, 2b lS in Wortlaut libereinstimmen, wahrend, umgekehrt, in
§§ 1, 2b is aus den Axiomen 1°-4°,5° fur mo mit den Axiomen 1°_5° von
§§ 1, 2 gleichlautende Satze fur mOhervorgingen, und daneben Axiom 6°
sich sowohl zum Axiomensystem fur mO wie zum System fur mo hinzu-
fugen liiBt.
Zwei Methoden zur Erweiterung cines b es ch r an k t additiven
MaBes p, in einem Somenring 2{o, liegend in einem Somenring 58
§ 5. Erweiterung des beschriinkt-additiven MaBes p, unter
Anwendung der Theorie des a u Bere n :MaBes (§§ 1, 2, 3, 4). Im
Somenring 58 sei 2{0 ein (eigentlicher oder uneigentlicher) Teilsomenring,
fur dessen Elemente eine nicht-negative (Werte in R+) additive Somen-
funktion, also ein besohrankt-additives MaB p, definiert sein soIl, wobei
fur wenigstens ein Soma von 2{0 der Wert von p, endlich und =1= O.
Bemerkung. Die Somen a von 2{o, fur deren vom Nullsoma ver-
schiedene Teilsomen in 2{0 p,= 00 ist, also mit ui- a = 0 fur jedes Soma
WE 2{0 mit p,(w) endlich, bilden mit dem Nullsoma von 2{0 ein Ideal 1)0
in 2{o.
Definition. Die Somen von 58, deren jedes sich durch ein Soma
aus 2{0 uberdecken liiBt, bilden einen (eigentlichen oder uneigentlichen)
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Teilsomenring m von IS; fur jedes Soma a E m sei
mO(a) = untere Grenze der p(ii) mit ii E mo, a ~ ii.
Es ist somit mo = m ~ IS oder mo c m ~ IS; mist erblich in IS, d.h. aus
a' E IS, a E m und a' C a folgt auch a' E m.
Sat z , Fur mOund m wie in letzter Definition sind die Axiome 1°-6°
von §§ 1, 2, 3 beweisbare Siitze. Mit dem zugehOrigen Somenring K wie
in (§ 1 un d) § 3 2) ist mo~ K, wahrend fur jedes a E mo gilt
m(a) - mO(a) = p(a);
(Kim - mO) ist eme Erweiterung von (mOlp); sie ist vollstiindig in m. 3)
Beweis. Die Ableitung der Axiome 1°_6° als beweisbare Siitze fur
mO und m verliiuft wie folgt:
Zu p gibt es nach Voraussetzung ein Soma WE mo ~ m mit p(w) endlich
und #-0, also, nach obiger Definition, auch mit mO(w) endlich und #-O.
Das ist Axiom 1° fur mO und m.
oE mo mit p(O) = O. Also auch mO(O) = 0, wobei 0 E m. Aus WE m und
mO(w) endlich folgt nun mO(w)=mO(w·O)+mO(w-w.O), also ist 0 mO-
meJ3bar. D.i. Axiom 2° fur mO und m.
Aus der Definition von mOund a, b e m, a~ b folgt mO(a)~mO(b). D.i.
Ax. 3° fur mO und m.
2) Fur die Somen von Kist somit das additive MaB m==mo definiert,
3) D. h. gibt es zu a e m: mit mO(a) endlich und zu jedem e> ° (m- oder) mO_
meBbare Somen a', a"eK mit a'~a~a" und m O(a"-a')<e, so ist auch aeK. Diese
Eigenschaft ist eine Folge von Axiom 5°, des Satzes in §2, des letzten Satzes von
§ 1 und des zweiten Satzes von § 2b is, welcher sich schon in § 2 hatte einfugen lassen.
Sie wird somit schon erfullt fur [edes besehrankt additive aus einer aufleren MaB-
funktion m O oder der adjungierten inneren MaBfunktion mo (beide im Sinne von § 4)
abgeleitete (beschrankt additive) MaB m, Vergl. auch FuBn. 6. - Bemerkung zu den
FuBn. 34 u. 37 in meiner Arbeit: Methoden zur Erweiterung von MaBen in a-Semen-
ringen, diese Proceed. Series A, 73, (1970): LaBt man in den Definitionen der mO.
und mo-Vollstandigkeit in diesen FuBnoten die Annahmen m O (a) endlich bzw,
mo (a) endlich fort, so bleibt in einem a-Somenring m: die Vollstandigkeit von
(Klm==mO) und (Klm==mo) erfullt fur [edes total-additive, aus einer regularen
aufseren bzw, inneren MaBfunktion, m O bzw. mo, in m: abgeleitete MaB m. Beweis.
Wegen lac. cit. § 4 genugt es den Fall von mO zu betrachten. Der Fall von m O(a)
endlich wurde schon loco cit., FuBn .34 erledigt. Gibt es, bei mO(a) = 00, zu jedem
E>O ein Paar a', aHeK mit a'~a~aH und m(aH-a')<e, so folgtmitm(a")-m(a')=
m(aH-a'):
mO(aH)=m(aH) = 00, also auch: m(a') = 00.
Es gibt nun Folgen {a'nJ, {a"n} (n= 1,2, ... ; a'n, a"neK) mit a'l~a'2[;; .. •~a'n.' .[;;a[;;
.. . ~aHn[;;.' .~a"l, und m(aHn-a'n)-+O, wodurch loco cit., § 3, zweiter Satz, (X) liefert
m(lim aHn-lim a')=O; mit a-lim a'~lim aHn-lim a'n folgt die mO-MeBbarkeit von
a-lim a' n (loc. cit. § 2b 1s, zweiter Satz), somit aueh von a.
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DaB aus a E m:ofolgt a mO-meBbar in m:, also EX, liiBt sieh wie folgt
ableiten.
Aus w E m: mit mO(w) endlich folgt, bei e> 0, die Existenz eines WE m:o
mit w~w, und f-l(w)-e<mO(w):o;,f-l(w), wodurch:
mO(w·a)+mO(w-w·a) :o;,f-l(w·a) +f-l(w-w·a) =f-l(w) <mO(w) +e,
also, bei 8 -+ 0,
(3) mO(w· a) +mO(w -w· a) :o;,mO(w).
Bei Vj (j = 1, 2) E m: und mO(vj) endlich folgt, bei 8> 0, die Existenz von
korrespondierenden Vj E m:o mit Vj~ Vj und f-l(Vj)< mO(Vj)+e. Dadurch ist
mO(vl+V2) ;;2,f-l(Vl +V2) :o;,f-l(Vl) + f-l(V2) <mO(vl) +mO(v2) +2e,
also auch
(4)
insbes.
(4*) mO(w) =mO[w·a+ (w -w· a)] ;;2,mO(w. a) +mO(w -w· a).
(3) und (4*) liefern die Gleichheitsrelation, aus welcher a E X folgt.
Die Axiome 4°, 5° fur mOund m: folgen aus der Eigenschaft: Bei a E m:
mit mO(a) endlich ist mO(a) = untere Grenze der mO(5) bei b ~ a, EX, was
wieder aus folgendem hervorgeht. Bei n= 1,2, '" gibt es Somen bn mit
5n Em:o, a~5n und mO(a);;;'f-l(bn)<mO(a)+lfn, wobei auBerdem f-l(bn)=
=mo(5n ) ist.
Ax. 6° ist eine Folge der schon in FuBn. 4 signalierten besehrankten
Additivitat fiir die Mengen von X.
Die iibrigen Behauptungen des Satzes verifiziert man leicht.
§ 5b iS• Erweiterung des beschriinkt-additiven MaBes f-l
unter Anwendung der Theorie des inneren MaBes (§§ 1, 2b iS, 3).
Zu den Annahmen iiber 58, m:o, f-l und m: im ersten und dritten Absatz
von § 5 fiigen wir hinzu die
Hypothese: Sind fur disjunkte Somen at, a2 E m: die oberen Grenzen
ailer f-l(5j) mit 5j E m:o und ~ aj (j = 1, 2) endlich, so gibt es ein Soma
ii ~ al +a2, E m:o mit f-l(ii) endlich.
Definition. Die Somen von 58, deren jedes sich durch ein Soma aus
m:o iiherdecken liiBt, bilden den (eigentlichen oder uneigentlichen) Teil-
somenring m: von 58; fur jedes Soma a E m: sei
mo(a)= obere Grenze der f-l(ii) mit ii E m:o, ii ~ a.
4) Dies zusammen mit dem in diesem Stadium des Beweises schon giiltigen zwei-
ten Satz von § 1 liefert die besohrankte Additivitat von mO fur die Somen von
K. Vergl. auch FuJ3n. 35 von lac. cit. 1).
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Es ist wieder m:o= m: ~ 5S oder m:oc m: ~ 5S; ~{ ist erblich in 5S, d.h. aus
a E m:, a' E is und a' C a folgt auch a' E m:.
Satz. Unter der fur m:, fJ, angegebenen Hypothese sind fur mo die
Axiome 1°, 2°, 3°, 4°, 5°, 6° von §§ 1, 2b 1S, 3 beweisbare Satze. Mit dem
zugehorigen Somenring K wie in (§ 1 und) § 3 5) ist m:o~ K, wahrend fur
jedes Soma a E m:o gilt
m(a) = mo(a)=fJ,(a);
(Kim ,= mo) ist eine Erweiterung von (m:olfJ,); sie ist vollstandig III m:. 6)
Beweis. Die Ableitung der Axiome 1°-4°,5°, 6° als beweisbare Satze
fur mo und ~{ verlauft wie folgt:
Zu /1, gibt es nach Voraussetzung ein Soma WE 12(0 ~ m: mit fJ,(w) endlich
und T- 0, also, nach lotzter Definition, auch mit mo(w) endlich und i= O.
Das ist Axiom 1° fur mo und m:.
oE 12(0 mit fJ,(0) = O. Also auch mo(O) = 0, wobei 0 E m:. Aus w E m: und
mo(w) endlich folgt nun mo(w)=mo(w·O) t-mo(w-w·O), also 0 ist mo-
mcl3bar. D.i. Axiom 2° fur mo und 2(,
Aus der Definition von mo und a, bE 12(, a ~ b folgt mo(a);;;;mo(b). D.i.
Axiom 3° fur mo und 12(,
Die Siitze folgend auf Axiom 3° in § 1 fur mo liefern: mo(a) E R+ (a E m:),
und: die mo-mef3baren Somen in 12( bilden einen Somenring K. 7)
DaB aus a E m:o folgt a mo-mel3bar in m:, also E K, liiBt sich wie folgt
ableiten,
Aus w E 2{ mit mo(w) endlieh folgt, bei 8> 0, die Existenz eines W E m:o
mit W ~ w und fJ,(w) ;;;;mo(w) <fJ,(w) te, wodurch:
mo(w.a) : mo(w-w.a);~fJ,(w·a) j- fJ,(w -w·a) =fJ,(w) >mo(w) -8,
also, bei 8 -+ 0,
(5) mo(w·a) l-mo(w--w·a):S;mo(w).
Bei Vi (j = 1, 2) E 12(, VI'V2 = 0 und mO(vi) endlich folgt, bei 8> 0, die
Existenz von korrespondierenden Vi E m:o mit Vj ~ Vj und fJ,(vj»mo(Vj)-8.
Dadurch ist
mO(vI +V2) c;'fJ,(Vl +V2) = fJ,(ih) !-fJ,(V2) > mo(VI) +mO(v2) - 28,
also auch
(6)
insbes.
5) Fur die Somcn von J( ist samit das additive MaO m==mo definiert,
6) D. h. gibt cs zu aE~ mit mo(a) endlich und zu jedem E> 0 (m- oder) mo-meB-
bare Somcn a', aWEl{ mit a'~a~a' und mo(a'-a')<E, so ist auch aEK. Diese Eigen-
schaft ist eine Folgc von Axiom 5°, der beiden crsten Satzo in § 2b ls und des letzten
Satzes von § l.
7) Dcr zweite Satz aus § 1 (fur mol zusammen mit dor Hypothese im Anfang dieses
Par.liefert daneben die beschrankte Additivitat von m{J fur die Somen von K. Vergl.
auch FuBn. 38 von lac. cit. 1).
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(6*) mo(w)=mo[w ·a + (w - w ·a)] ~mo(w · a) + mo(w - w ·a).
(5) und (6*) liefern die R elat ion del' Gleichheit, aus welcher a E K folgt .
Dies findet Anwendung beim Beweise von Axiom 40 fur mo:
Zu a Emmit mota) endlich , a lso mit endlicher oberer Grenze von fl (a' ),
bei a' ~ a, a' E mo, gibt es nach del' Hyp othese (im Anfan g dieses P ar. ;
man nehme al = a und a2= 0) ein a" E mo mit a ~ a" und fl (a") endlich .
Nun ist a" mo-me13bar in ~l , also E K , mit mo(a") = fl(a") . :Mit b= a" und
mo anstatt mOfolgt Axiom 40 fur mo.
Anwendung beim Beweise von Axiom 50 liefert :
Aus a E m mit mo(a) endlich folgt, bei 13 > 0, die E xistenz eines b E mo,
b ~ a mit mo(a)~ fl(b»mo(a) -e. Nu n folgt aus b E ma auch b EK, mit
mo(b)=fl(b). Somit ist mo(a )= obere Grenze aller mo(b) mit b ~ a, b E K.
D.i . Axiom 5°.
Ax. 6° ist eine Folge del' schon in Fu13n . 7 signalierteil. beschrankten
Addivitat fiir die Mengen von K.
Die iibrigen Behauptungen des Satzes sind nun evi dent.
§ 6. Verha l t n i s del' in d en vo rangehe n de n P aragraph e n
auftretenden m O und mo .
Es gibt hier die folgende F rage :
(Satz). ~, mo, fl und m scien wie in § 5, Anfang; dane ben sei die
Hypothese von § 5b ls erfiillt. Dann fiihrt § 5, Satz zu einer fur die Mengen
von m definierten aufseren Mal3funktion mO. Darauf fiihren § 1, zweite
Def. und letzte Bemerkung, und § 4 zu del' fur die Somen von m zu mO
adjungierten inneren Ma l3funktion mo; die Hypothese von § 5b ls braucht
dabei ni cht benu tz t zu werden .
§ 5b 1S, Definition und Satz fuhren in an derer Weise unter Anwendung
del' gena nnten Hypothese ebenfalls zu einer fiir die Somen von m inneren
:Mal3funktion, die hier vorlaufig durch mo* angedeutet sei.
Sind nun mo und mo* fiir die Somen von m identisoh ! Die Antwort
ist affirmativ.
Beweis. Aus a E m mit mO(a) endlich folgt die Existenz eines b ~ a, EK
(§ 5, Satz) mit mO(b) endl ich , wodur ch (§ 1, Def.) mo(a) = mO(b)- mO(b- a).
Es gibt (§ 5, Def. u. Sat z) ein 5~ b, E mo, somit auch E K , mit endliohem
fl(b)=mO(b) , wodurch eben falls mo(a) = mO(b)-mO(b - a) =fl(b)-untere
Grenze aller fl( 6) mit 6 E mo, b - a ~ 6 ~ b, oder = obere Grenze aller fl(b - 6)
mit 5- 6 E mo, ~ a. Daraus folgt, mit mo*(a) die hier gewahlte Nota tion
fur mota) im Sinne von § 5b iS, Def., dal3 mo(a) ;;a mo* (a), mit mo*(a) endlich .
Umgekehrt, ausgehend von cndlichem mo* (a) ist (§ 5b 1S, Def. mit mo*
andere Schreibweise fiir mo):
mo*(a) = obere Grenze aller fl(a ) mit a ~ a, E mo.
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Aus del' Hypothese (§ 5b 1S) folgt die Existenz eines Somas 6~ a, E mo mit
t-t (6) endl ich. Dadurch ist
mo*(a)=obere Grenze aller [t-t{b) -t-t{b -ii)] mi t ii ~ a, E mo, oder
= t-t (b) - un tere Grenze del' t-t {b- ii).
Da bei veranderliche m ii immer 6-ii ~ b - a, ist mO( fj -a) ~ untere Grenze
del' t-t(b -ii) , wodurch
mo*(a) ~ mO{fj) -mO(b-a) =(§ 1, Def.) mo{a).
Aus mO(a) endlich folgt also mo(a)= mo*(a) endlich .
Nun sei mO(a) = = ; dann gibt es (vergl. Anfang dieses Beweises) kein
[j ~ a, E mo mit t-t(b) endlich . Ware mo*(a) endlich (§ 5b 1S, Def.), so folgte
aus del' Hypothese (§ 5b 1S) die Existenz cines [j E mo, ~ a mit t-t(b) endlich;
also ein Widerspruch . Also ist mo*(a) = oo ; daneben , nach § 1, zweite Def.,
auch mo(a)= oo.
mo und mo* sind somit fur die Somen von miden tisch.
B emerkung. Ein analoges Resultat wie im eben bewiesenen Satz
laBt sich formulieren bei U mtauschung von aulserem und innerem Malt
Aus dem vorletzten Sat z von § 2b ls und dem Satz dieses Par. folgt
unmittelbar:
Bei jedem die Hypothese erfullenden lYIafJe t-t fallen die Erweiterungen
von (9Iolt-t ) gemafJ den Siitzen in § 5 und § 5bt s zusammen .
Eine dritt e Met ho de zur Erwei t erung v on b es ohr a.nkt-
a d d i t iven MaB en in So me n r i nge n 8)
§ 7. m, u ; 9lo, 9l, mO, K und m, u , mo, 9l, mo, K seien wie in § 5 bzw.
in § 5b 1S• Dabei ist dann jedesmal m~m~ K ~mo; das MaB m = mO
auf K fallt dabei auf mo mit t-t (§ 5), das MaB m =mo auf K fallt ebenso
auf mo mit fl (§ 5b 1S) zusarnmen. I n beiden F allen ist eine Klasse K* von
Somen e in meinzufiihren durch:
eE K *, falls e·iiE K fur jedes s» s:
K* hat folgende Ei genschaften:
IX ) aus ej E K* (j = 1, 2, . . . , n; n eine willkiirliche natiirliehe Zahl) folgt
ei . ea E K*; K * ist somit ein Somenring;
gibt es in mein gro lstes Soma eO, so ist eOE K* ;
Kist ein Ideal in K * ; denn Kist ein Somenring und
fur jedes eE K*, e.e« « ,
n2 ej E K*; aus el, e2 E K* mit el:J ea folgt el - e2 E K* ;
;-1
folgt
fJ )
y)
folgt ,
aus s EK
S) Das h ier folgen de Verfahre n findet man scho n in m ein er Arbeit: Integration
in abstrak ten R iiumen, Fund. math . 24 (1935), S. 12-117, insb es. §§ 5,6, angewandt
auf den Fall von besehrankt additiven MaJ3en von zweierlei Zeich en in abstrakten
Raumen. Verg l. auch die Arbeit: Z ur Map - und Integrationstheorie in Strukturen I.
I ndag. m ath. 8 (1946), S. 64-71, insb es. S. 61-69 (§ 2).
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t5) aus b E 58 mit b- ii = 0 fur jedes ii E K folgt b E K*; die Teilklasse
von 58 mit diesel' Eigenschaft ist cin Somenring und ein Ideal in 58.
Definition. Fur jedcs Soma e E K* sei
m*(e)=obere Grcnze aller m(ii) mit a~e, ii e K,
Satz. m* ist beschrankt-additiv fur die Somen von K*; (K*jm*) ist
eine Erweiterung von (Kim), also auch von (9101,u).
Del' Beweis folgt bekannte Linien, ausgehend von del' Additivitat von
"m fur die Somen von K und, bei e = L ek, eki . ek2 = 0 (ki '-1= kz), jedes ek E K*,
k~1
zwei Falle unterscheidend : 1° es gibt ein ek mit m*(ek)=oo, 2° aIle m*(ek)
sind endlich.
Satz. Wie auch das fur die Somen von 9(0 beschrankt additive Mail
,u gewahlt sei, immer wird del' zugehorige Somenring K* die Somen von
mo und, bei Existenz, das groflte Soma eO von 58 umfassen.
Bemerkung. Die Somen von K*-K gehoren entweder zu 58-m
oder haben nicht leere Produkte mit Somen aus m: - K (ev. auch mit
solchen aus 58-m). Dabei hat im ersten Fall m* immer den Wert Null.
Einfaches Beispiel. 9) Im euklidischen Raum Rz, mit Koordinaten-
system XOY rechtwinklig, sei 58 del' :Mengenring aller Teilmengen von Rz.
mo sei del' Teilring von 58, deren Mengen jede fur sich nur endlich viele
einzelne Punkte (Xj, v;), endlich viele lineare Iritervalle parallel zur x-
oder y-Achse, (~J(I)<X<~j(Z);y=1]j) bzw. (x=~j;1]j(I)<y<1]j(Z»), und end-
lich viele flachenhafte lntervalle (XP) <x<X/Z); Y/l) <Y< Yj(Z») enthalt,
die dabei paarweise disjunkt sind. Eine Menge von 58 ist dann und nur
dann Element des Mengenringes 91, falls sie duroh eine Menge von mo
iiberdeckbar ist (58 ~ m). Das fur jede Menge von 9(0 definierte (beschrankt
additive) Mail ,u sei gleich del' Summe del' elementaren MaGe del' flaohen-
haften Intervalle, gehorend zu einer Zerlegung einer solchen Menge wie
oben angegeben. Kist nun del' Ring del' nach Jordan me13baren Mengen
von Rz, und das zugehorige m ':., mO -- mo ist das JordanscheMail in Rz.
K* und m" sind also Erweiterungen des Ringes del' -Iordan-mellbaren
Mengen und des zugehorigen Jordan-Ma13es.
9) Siehe auch loco cit. 8), erstes Zitat, S. 82, Beispiel 1.
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